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Caso particolare, ma molto importante
α = β
F (v) =
A− nvn+1α
A+ α− nαvn − αvn
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Esercizio
Un prestito di ¤67 000 viene ammortizzato in ventitre` anni con il
metodo francese pagando rate mensili di importo ¤400. Dopo dieci
anni e 15 giorni il debitore effettua un versamento straordinario che
gli consente di proseguire l’operazione versando rate di importo pari
alla meta` delle precedenti. Determinare:
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1. l’importo del versamento straordinario
2. la rata che si ottiene nel caso in cui, dopo due anni dall’erogazione,
sia concessa al debitore una sospensione di pagamenti di sei mesi
senza cambiare il numero complessivo delle rate dovute e il tasso
effettivo in questo caso
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La somma degli interessi e` 23× 12× 400− 67 000 = 43 400
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La somma degli interessi e` 23× 12× 400− 67 000 = 43 400
Occorre determinare il tasso, implicitamente definito dal fatto che
¤67 000 vengono estinti da 276 = 23× 12 rate da ¤400. Va iterata la
funzione:
F (v) =
A− nvn+1α
A+ α− nαvn − αvn , ove v =
1
1 + i12
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La somma degli interessi e` 23× 12× 400− 67 000 = 43 400
Occorre determinare il tasso, implicitamente definito dal fatto che
¤67 000 vengono estinti da 276 = 23× 12 rate da ¤400. Va iterata la
funzione:
F (v) =
A− nvn+1α
A+ α− nαvn − αvn , ove v =
1
1 + i12
nel caso specifico A = 67 000, n = 276, α = 400.
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Scelta del valore iniziale: la cosa migliore e` far dei tentativi. Prendo
i12 = 0, 001 e calcolo
67000α276|i12 = 277, 913
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Scelta del valore iniziale: la cosa migliore e` far dei tentativi. Prendo
i12 = 0, 001 e calcolo
67000α276|i12 = 277, 913
Aumento il tasso Prendo i12 = 0, 003 e calcolo
67000α276|i12 = 357, 311
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Scelta del valore iniziale: la cosa migliore e` far dei tentativi. Prendo
i12 = 0, 001 e calcolo
67000α276|i12 = 277, 913
Aumento il tasso Prendo i12 = 0, 003 e calcolo
67000α276|i12 = 357, 311
Come valore iniziale scegliamo:
v0 =
1
1 + 0, 003
= 0, 007009
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in modo che l’iterazione porta i valori
v1 = F (v0) = 0, 995744 v2 = F (v1) = 0, 996032
v3 = F (v2) = 0, 996046
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in modo che l’iterazione porta i valori
v1 = F (v0) = 0, 995744 v2 = F (v1) = 0, 996032
v3 = F (v2) = 0, 996046
Passando da v a i troviamo il tasso mensile i12 = 0, 00397 =⇒ i =
0, 0486946.
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in modo che l’iterazione porta i valori
v1 = F (v0) = 0, 995744 v2 = F (v1) = 0, 996032
v3 = F (v2) = 0, 996046
Passando da v a i troviamo il tasso mensile i12 = 0, 00397 =⇒ i =
0, 0486946.
Per dimezzare la rata di ammortamento in corrispondenza di una
scadenza il versamento non e` la meta` del debito residuo. La prima
scadenza successiva al versamento straordinario ha valuta 121 ove vale:
δ121 = 46 235, 7027
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visto che il versamento straordinario e` fatto 15 giorni prima della
scadenza 121, δ121 va attualizzato ed il versamento e`:
Vs = (1 + 0, 00397)
−1/2 × 46 235, 7027
2
= 23 072, 0986
9/25 Pi?
22333ML232
visto che il versamento straordinario e` fatto 15 giorni prima della
scadenza 121, δ121 va attualizzato ed il versamento e`:
Vs = (1 + 0, 00397)
−1/2 × 46 235, 7027
2
= 23 072, 0986
α′ = δ24 (1 + i12)
6 α276−24|i12 = 409, 623.
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visto che il versamento straordinario e` fatto 15 giorni prima della
scadenza 121, δ121 va attualizzato ed il versamento e`:
Vs = (1 + 0, 00397)
−1/2 × 46 235, 7027
2
= 23 072, 0986
α′ = δ24 (1 + i12)
6 α276−24|i12 = 409, 623.
Il tasso effettivo e` i non accade nulla che lo possa far variare
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Prestiti con due cambi di rata Se, per rimborsare A vengono
pagate m rate di importo α, p−m rate di importo β e n− p rate di
importo γ, essendo 0 < m < p < n si ha l’equazione:
A = αam|i + β (1 + i)
−m ap−m|i + γ (1 + i)
−p an−p|i
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Prestiti con due cambi di rata Se, per rimborsare A vengono
pagate m rate di importo α, p−m rate di importo β e n− p rate di
importo γ, essendo 0 < m < p < n si ha l’equazione:
A = αam|i + β (1 + i)
−m ap−m|i + γ (1 + i)
−p an−p|i
Usando v = (1 + i)−1 si trova:
γvn+1 + (β − γ)vp+1 + (α− β)vm+1 − (A+ α)v +A = 0
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che porta all’iterazione di Newton:
F (v) =
m(α− β)vm+1 + nγvn+1 + p(β − γ)vp+1 − A
(m+ 1)(α− β)vm + (n+ 1)γvn + (p+ 1)(β − γ)vp − (A+ α)
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Penali per anticipata estinzione e tir
La somma A viene rimborsata con n rate di importo α.
All’epoca m < n si estingue il debito anticipatamente. Se, oltre che
al debito residuo δm, e` imposta una penale p > 0 il van e`
αam|i + (p+ δm) (1 + i)
−m −A
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Penali per anticipata estinzione e tir
La somma A viene rimborsata con n rate di importo α.
All’epoca m < n si estingue il debito anticipatamente. Se, oltre che
al debito residuo δm, e` imposta una penale p > 0 il van e`
αam|i + (p+ δm) (1 + i)
−m −A
in termini di v = (1 + i)−1 e di am|i =
v − vm+1
1− v
(p+ α+ δm) v
m+1 − (p+ δm) vm − (A+ α)v +A
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da cui l’iterazione di Newton
F (v) = v +
− (p+ δm) vm + (p+ α + δm) vm+1 − (A+ α)v + A
m (p+ δm) vm−1 − (m+ 1) (p+ α + δm) vm + A+ α
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Esercizio A = 50 000 vengono rimborsate in 100 rate mensili al tasso
i12 = 0, 00417. Contestualmente al pagamento numero 30 si estingue
anticipatamente con una penale di 1000. Trovare il tasso effettivo
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Esercizio A = 50 000 vengono rimborsate in 100 rate mensili al tasso
i12 = 0, 00417. Contestualmente al pagamento numero 30 si estingue
anticipatamente con una penale di 1000. Trovare il tasso effettivo
α = 50 000× 0, 012250026 = 612, 50
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Esercizio A = 50 000 vengono rimborsate in 100 rate mensili al tasso
i12 = 0, 00417. Contestualmente al pagamento numero 30 si estingue
anticipatamente con una penale di 1000. Trovare il tasso effettivo
α = 50 000× 0, 012250026 = 612, 50
δ30 = 612, 50 a100−30|0,00417 = 37 117, 70
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Esercizio A = 50 000 vengono rimborsate in 100 rate mensili al tasso
i12 = 0, 00417. Contestualmente al pagamento numero 30 si estingue
anticipatamente con una penale di 1000. Trovare il tasso effettivo
α = 50 000× 0, 012250026 = 612, 50
δ30 = 612, 50 a100−30|0,00417 = 37 117, 70
F (v) = v +
38 730,20v31 − 38 117,70v30 − 50 612,50v + 50 000
−1 200 636v30 + 1 143 531v29 + 50 612,50
14/25 Pi?
22333ML232
Esercizio A = 50 000 vengono rimborsate in 100 rate mensili al tasso
i12 = 0, 00417. Contestualmente al pagamento numero 30 si estingue
anticipatamente con una penale di 1000. Trovare il tasso effettivo
α = 50 000× 0, 012250026 = 612, 50
δ30 = 612, 50 a100−30|0,00417 = 37 117, 70
F (v) = v +
38 730,20v31 − 38 117,70v30 − 50 612,50v + 50 000
−1 200 636v30 + 1 143 531v29 + 50 612,50
il “v” che corrisponde al tasso i12 e` 0,995847: scegliamo di “partire”
da un valore leggermente inferiore
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Esercizio A = 50 000 vengono rimborsate in 100 rate mensili al tasso
i12 = 0, 00417. Contestualmente al pagamento numero 30 si estingue
anticipatamente con una penale di 1000. Trovare il tasso effettivo
α = 50 000× 0, 012250026 = 612, 50
δ30 = 612, 50 a100−30|0,00417 = 37 117, 70
F (v) = v +
38 730,20v31 − 38 117,70v30 − 50 612,50v + 50 000
−1 200 636v30 + 1 143 531v29 + 50 612,50
il “v” che corrisponde al tasso i12 e` 0,995847: scegliamo di “partire”
da un valore leggermente inferiore
v0 = 0, 994
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quindi
v1 = F (v0) = 0, 994977; v2 = F (v1) = 0, 995144;
v3 = F (v2) = 0, 995149
x12 =
1− v3
v3
= 0, 00487465
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Esercizio Un prestito di A = 50 000 d viene rimborsato in 20 anni
con rate mensili al 3, 95% annuo. Dopo 6 anni e 8 mesi, il debitore
decide, in conseguenza di un calo del tasso, presso un altro istituto di
credito, al 3, 05% di rifinanziare l’operazione. La cosa e` conveniente
in presenza di una penale pari all’1% del capitale erogato?
Nel caso in cui lo sia, calcolare il tasso effettivo dell’operazione di
finanziamento, per il debitore.
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n = 240, i12 = 12
√
1, 0395− 1 = 0, 00323354
α = Aα240|i12 = 50 000× 0, 00599689 = 299, 844
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n = 240, i12 = 12
√
1, 0395− 1 = 0, 00323354
α = Aα240|i12 = 50 000× 0, 00599689 = 299, 844
Rifinanziamento in m = 12× 6 + 8 = 80
δ80 = αa240−80|i12 = 37 408, 30263
h12 =
12
√
1, 0305− 1 = 0, 00250681
β = (δ80 + 500)α160|h12 = 37 908, 30263× 0, 0075947 = 287, 902
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Il tasso effettivo e` individuato dalla relazione:
A = αa80|x12 + βa160|x12 (1 + x12)
−80
Usando Newton, ricordando che la funzione da iterare e`:
F (v) =
nβvn+1 +m(α− β)vm+1 − A
(n+ 1)βvn + (m+ 1)(α− β)vm − (α + A)
che nel nostro caso e`:
F (v) =
69096,48v241 + 923,04v81 − 50000
69384,382v240 + 934,578v80 − 50299,44
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Esempio di scelta NON conveniente del valore iniziae: partendo da
v0 =
1
1, 0395
= 0, 962001
troviamo
v1 = F (v0)
=
69096,48 (0, 962001)241 + 923,04 (0, 962001)81 − 50000
69384,382 (0, 962001)240 + 934,578 (0, 962001)80 − 50299,44
= 0, 994088
v2 = F (v1)
=
69096,48 (0, 994088)241 + 923,04 (0, 994088)81 − 50000
69384,382 (0, 994088)240 + 934,578 (0, 994088)80 − 50299,44
= 0, 996332
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v3 = F (v2)
=
69096,48 (0, 996332)241 + 923,04 (0, 996332)81 − 50000
69384,382 (0, 996332)240 + 934,78 (0, 996332)80 − 50299,44
= 0, 996925
v4 = F (v3)
=
69096,48 (0, 996925)241 + 923,04 (0, 996925)81 − 50000
69384,382 (0, 996925)240 + 934,578 (0, 996925)80 − 50299,44
= 0, 997003
v5 = F (v4)
=
69096,48 (0, 997003)241 + 923,04 (0, 997003)81 − 50000
69384,382 (0, 997003)240 + 934,578 (0, 997003)80 − 50299,44
= 0, 997004
21/25 Pi?
22333ML232
x12 =
1
v5
− 1 = 0, 003005 cioe` x = 0, 03666
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Ancora BTP Il problema della determinazione del tasso dei buoni
poliennali del tesoro e` stato trattato in una condizione estremamente
particolare.
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Ancora BTP Il problema della determinazione del tasso dei buoni
poliennali del tesoro e` stato trattato in una condizione estremamente
particolare.
Questa volta consideriamo il caso in cui il valore di acquisto del titolo,
per ragioni legate alle trattative di mercato e per ragioni fiscali non
coincide con il valore rimborsato alla scadenza dell’operazione.
-Ca C C ••••••••••••••••••••••• C C+Cr
0 1 2 n-1 n
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Se indichiamo con Ca > 0 il valore di acquisto del titolo e con Cr il
valore di rimborso
−Ca + C an|i + Cr (1 + i)−n = 0
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valore di rimborso
−Ca + C an|i + Cr (1 + i)−n = 0
La sequenza dei flussi di cassa sara`, allora:
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−Ca, C, . . . , C, C + Cr,
23/25 Pi?
22333ML232
Se indichiamo con Ca > 0 il valore di acquisto del titolo e con Cr il
valore di rimborso
−Ca + C an|i + Cr (1 + i)−n = 0
La sequenza dei flussi di cassa sara`, allora:
−Ca, C, . . . , C, C + Cr,
l’investimento sara` finanziariamente accettabile se si verifica la condi-
zione:
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Se indichiamo con Ca > 0 il valore di acquisto del titolo e con Cr il
valore di rimborso
−Ca + C an|i + Cr (1 + i)−n = 0
La sequenza dei flussi di cassa sara`, allora:
−Ca, C, . . . , C, C + Cr,
l’investimento sara` finanziariamente accettabile se si verifica la condi-
zione:
nC + Cr > Ca
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Eseguendo i calcoli possiamo cercare soluzioni positive dell’equazione:
(Cr + C) v
n+1 − Crvn − (Ca + C) v + Ca = 0
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Eseguendo i calcoli possiamo cercare soluzioni positive dell’equazione:
(Cr + C) v
n+1 − Crvn − (Ca + C) v + Ca = 0
la radice v = 1 non ha interesse finanziario
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Esercizio
Un Btp triennale, di valore nominale Cn = 100 ha la cedola annua del
5%, prezzo di sottoscrizione Ca = 101 e valore di rimborso Cr = 99.
Quale e` il tasso effettivo dell’investimento?
